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1.はじめに 

 地下水解析に必要となる地盤の透水係数は，現場もしくは室内透水試験から得られるものの，

空間に分布する実際の透水係数を把握することは容易ではない．通常，モンテカルロ法による

逆解析には，非常に多くのサンプル（実現値）を必要とするため，未知数の多い逆問題には不

利となる．しかし，ハミルトニアンモンテカルロ法（HMC）1)は，従来のマルコフ連鎖モンテ

カルロ法のサンプリング性能を飛躍的に向上した方法であり，多変数の事後確率分布を効率的

に生成できる特徴を持つ．本論では,HMC の高いサンプリング性能を利用し，透水係数の空間

分布を求める多変数を推定する逆問題に取り組み，その方法論と推定結果を示す．  

2.解析手法 

定常浸透問題を対象とし，有限要素法による離散化方程式及び観測方程式は以下の形をとる． 

Kh = q,  y = Hx + w,  x=(h, q)T      (1) 

ここに，K，h，q，y，H，x，w は透水係数全体

剛性マトリックス，水頭ベクトル，流量ベクト

ル，観測値ベクトル，観測マトリックス，ホワイ

トノイズである．推定対象とするパラメータを θ

とすると，HMC により事後確率分布 f(y)に従

う実現値を数値的に発生させるアルゴリズム

は，図 1 の通りである．同図中に現れる U()は

以下のように定義される． 

U()=-log f(y)  

             =
1
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(y - Hx)TR-1(y - Hx)+
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θTΣθ

-1θ     (2) 

ここに，R は観測誤差共分散行列，Σθは θ の分

散共分散行列を表す．HMC では，ポテンシャル

エネルギーの勾配∂U/∂θ を用いることで効率的

な探索が可能となり，この計算には状態ベクト

ルの導関数∂x/∂θ = (∂h/∂θ, ∂q/∂θ)Tが必要となる.

これらは離散化方程式を θ について微分した 
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図 1 HMC 法のアルゴリズム  

Fig. 1 Algorithm of HMC 

I.有限要素法から観測値を得る. 

II.HMC により透水係数の実現値を計算する. 

1. n = 1 とし, パラメータの初期値θ
1 を与える. 

2. p ~ N(0,M) により運動量 p を得る. 

3. θ
n−1→ θ

𝑜𝑙𝑑, p → pold とする. 

4. Hamilton 運動方程式を解きθ
new, pnewを得る. 

ℋ(𝜃, 𝑝) =  𝑈(𝜃) + 𝐾(𝑝) 

𝑑𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑑𝑈(𝜃(𝑡))

𝑑𝜃(𝑡)
, 

𝑑𝜃(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝐾(𝑝(𝑡))

𝑑𝑝(𝑡)
= 𝑝𝑇 

5. 許容確率nを計算する. 

  αn= min {1, 
exp(−ℋ(θ

new
,−pnew))

exp(−ℋ(θ
old

,−pold))
} 

6. u ~ U(0,1)により判定を行う. 

u ≤ αn → θ
n= θ

𝑛𝑒𝑤 u ≤ αn → θ
n= θ𝑜𝑙𝑑 

7. n = n + 1 とし, 2.へ戻る. 

8. n = N にて終了する. 

III.N 個の実現値の平均を推定値とする. 
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から計算できる． 

 各要素の透水係数 k が推定対象となるが，その空間分布を近似するため，Karhunen-Loeve 展

開 2)を利用した．これにより， 

𝐤 =  �̅� +  ∑ √𝜆𝑖
𝑄
𝑖=1 𝛟𝑖𝜃𝑖                             (4) 

と表せ， �̅�は透水係数の平均値ベクトル，i とi は自己共分散行列の固有値と固有ベクトル，

Q は展開項数を意味する．式(4)のiは確率変数であり，求めるパラメータに対応する． 

3. 解析結果  

図 2 のような，上下からの浸透がない単純な定常流を想定した．多様な観測値を得る目的で，

上流側の上半分・下半分に不透水のゲート

を配置した．異なる透水係数を持つ 4 層に

分かれた 12 m×10 m の領域を，大きさが

1 m×1 m の要素に区切り，すべての要素

における透水係数を推定した．初期値θ1

は, どの要素も均一で 7.0×10-4 cm/sec を

選んだ．また，計算するサンプル数 N は

10,000 とした．観測値には，下流からの流

量，図 2 に示す節点での水頭を用いた．図

4 左に示す(真値は上層から 4.0，3.5，3.0，

2.5×10-4 cm/sec)に対し, 図 3 の結果を得

た.全体的に,上層ほど透水係数が大きい

傾向を推定することができた．合計 120 要

素ある中，左上にある第 1 要素でのサンプ

リングの様子を図 4 に示す．左図の横軸は

タイムステップ，縦軸は透水係数の値であ

る． 

4. まとめ 

Karhunen-Loeve 展開と HMC を利用し

て，空間分布する透水係数の推定を行っ

た．本論で示した結果は基礎的ではある

が，この提案手法は，透水係数に限らず，

空間分布する多数の未知数の逆解析を可

能にする方法論を提供する． 
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図 2 有限要素メッシュと境界条件 

Fig. 2 FEM mesh and boundary conditions 

図 4 第 1 要素における透水係数の実現値 

Fig. 4 Samples of hydraulic conductivity in the 1st element 

図 3 透水係数の推定結果（右：推定値，左：真値） 

Fig. 3 Estimated hydraulic conductivity 

(Right: Estimation, Left: True values) 
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